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Un the´ore`me de finitude pour le groupe de Chow des ze´ro-cycles d’un groupe
alge´brique line´aire sur un corps p-adique
Jean-Louis COLLIOT-THE´LE`NE
Zusammenfassung Sei X eine glatte Kompaktifizierung einer zusammenha¨ngenden
linearen Gruppe u¨ber einem Ko¨rper k. Die Chowgruppe der nulldimensionalen Zyklen von X
vom Grad Null ist eine Torsionsgruppe. Wir zeigen : wenn k ein p-adischer Ko¨rper ist, dann ist
der prim-zu-p Anteil dieser Gruppe endlich.
Soit X une varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement irre´ductible sur un corps k. On
note CH0(X) le groupe de Chow des ze´ro-cycles modulo l’e´quivalence rationnelle, et on note
A0(X) ⊂ CH0(X) le groupe de Chow re´duit des ze´ro-cycles, qui est le sous-groupe forme´ des
classes de ze´ro-cycles de degre´ ze´ro.
Si X est une varie´te´ rationnelle (c’est-a`-dire birationnelle a` un espace projectif apre`s exten-
sion du corps de base), ou plus ge´ne´ralement si X est une varie´te´ rationnellement connexe (au
sens de Kolla´r, Miyaoka et Mori), alors le groupe A0(X) est un groupe de torsion, d’exposant
fini. Si de plus k est un corps p-adique, par quoi l’on entend dans tout cet article une extension
finie du corps Qp des nombres p-adiques, on conjecture ([CT95], [KoSz03]) que le groupe A0(X)
est fini. Le but du pre´sent article est d’e´tablir un cas particulier de cette conjecture.
The´ore`me. Soient k un corps p-adique, G un k-groupe line´aire connexe et X une k-
compactification lisse de G, c’est-a`-dire une k-varie´te´ projective lisse contenant G comme ouvert
dense. Le groupe A0(X) est la somme d’un groupe fini et d’un groupe de torsion p-primaire
d’exposant fini.
Au paragraphe 1, on donne une variante (The´ore`me 3) du calcul, duˆ a` P. Gille [Gi97]
et a` Borovoi et Kunyavskiˇı [BoKu04], de la R-e´quivalence sur le groupe G(k) des points k-
rationnels de G. C’est un point essentiel pour la de´monstration. Au paragraphe 2, on donne
deux lemmes sur les extensions de corps p-adiques. La de´monstration du the´ore`me est donne´e
au paragraphe 3. C’est la pre´sence possible de ramification sauvage qui empeˆche de controˆler
la partie p-primaire du groupe A0(X). Au paragraphe 4, on donne une minoration du groupe
A0(X), qui assure en particulier que ce groupe n’est pas toujours nul. On donne des cas (G
simplement connexe ou adjoint) ou` A0(X) = 0. Au paragraphe 5, on rappelle ce qui est connu
sur la conjecture ge´ne´rale mentionne´e ci-dessus.
§1. Re´solutions flasques des groupes re´ductifs et R-e´quivalence
Commenc¸ons par quelques rappels ([CTSa77], [Vo77], [Vo98]). Soient k un corps, k une
cloˆture se´parable et g = Gal(k/k). Un k-groupe de type multiplicatif (resp. un k-tore) est un
k-groupe alge´brique line´aire qui, sur k, se plonge dans (resp. est isomorphe a`) un produit de
groupes multiplicatifs Gm. Pour tout entier n > 0, on note µn ⊂ Gm le groupe des racines
n-ie`mes de l’unite´. A tout k-groupe de type multiplicatif M on associe deux modules galoisiens
de type fini (groupes abe´liens de type fini e´quipe´s d’une action continue discre`te de g), le
groupe des caracte`res X∗(M) = Hom(M,Gm) (sur k) de M et le groupe des cocaracte`res
X∗(M) = Hom(Gm,M) (sur k) de M . Le k-groupe de type multiplicatif M est un k-tore si et
seulement si le groupe abe´lien X∗(M) est sans torsion. Un k-tore T est dit quasi-trivial si le
module galoisienX∗(T ) (ou, de fac¸on e´quivalente,X∗(T )) est un g-module de permutation, c’est-
a`-dire qu’il posse`de une base sur Z respecte´e par g. Un tel k-tore est un produit de restrictions
a` la Weil Rki/kGm, pour certaines extensions finies de corps ki/k. Un k-tore T est dit flasque si
pour tout sous-groupe ouvert h ⊂ g, le groupe de cohomologie H1(h, X∗(T )) est nul. Un k-tore
quasi-trivial est flasque. La cohomologie utilise´e dans cet article est la cohomologie galoisienne
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([Se94]). Si X est une varie´te´ sur un corps k, par quoi l’on entend un k-sche´ma se´pare´ de type
fini, et si K est un corps contenant k, on note XK la K-varie´te´ X ×k K. Si T est un k-tore
quasi-trivial, resp. flasque, pour toute extension de corps K/k le K-tore TK est quasi-trivial,
resp. flasque.
Les deux e´nonce´s rassemble´s dans la proposition suivante sont essentiellement dus a` S.
Endo et T. Miyata [EnMi74]. Rappelons qu’une extension galoisienne finie de corps est dite
me´tacyclique si tout sous-groupe de Sylow de son groupe de Galois est cyclique.
Proposition 1. (i) Etant donne´ un k-groupe de type multiplicatif M , il existe une suite
exacte de k-groupes de type multiplicatif
1→M → S → P → 1
avec S un k-tore flasque et P un k-tore quasi-trivial. Si M est de´ploye´ par une extension K/k,
on peut choisir S et P de´ploye´s par cette extension.
(ii) Si un k-tore flasque S est de´ploye´ par une extension me´tacyclique K/k, alors il existe
un k-tore S1 tel que S ×k S1 soit un k-tore quasi-trivial. En particulier H
1(k, S) = 0.
Re´fe´rences. Pour (i), voir [CTSa87], Lemma 0.6. Pour (ii), voir [CTSa77], Prop. 2 p. 184
ou [Vo98], 4.8, Thm. 3 p. 55.
Proposition 2. Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro et G un k-groupe re´ductif
connexe. Il existe une suite exacte de k-groupes alge´briques re´ductifs connexes
1→ S → H → G→ 1
dans laquelle S est un k-tore flasque, sous-groupe central dans le groupe H, et le groupe H est
une extension d’un k-tore quasi-trivial par un k-groupe semi-simple simplement connexe.
De´monstration. Soit G′ ⊂ G le groupe de´rive´ de G. C’est un k-groupe semi-simple. Soit
Gsc le reveˆtement simplement connexe de G′. Soit T ⊂ G le radical de G, c’est-a`-dire la
composante neutre du centre de G. C’est un k-tore. Soit Q → T un k-homomorphisme d’un
k-tore quasi-trivial Q sur T (on peut par exemple trouver un tel homomorphisme de noyau
un k-tore). On dispose alors de l’homomorphisme de k-groupes alge´briques Gsc ×k Q → G
obtenu par composition. On ve´rifie que le noyau de cet homomorphisme est un k-groupe de
type multiplicatif M , central dans Gsc ×k Q. Soit
1→M → S → P → 1
une suite exacte de k-groupe de types multiplicatifs donne´e par la Proposition 1 (i). Soit H le
conoyau de la fle`che diagonale M → (Gsc ×k Q) ×k S. On dispose alors de la suite exacte de
k-groupes
1→ S → H → G→ 1,
avec S central dans H, et d’une suite exacte de k-groupes
1→ Gsc ×k Q→ H → P → 1.
Le groupe de´rive´ de H est le groupe Gsc, qui est simplement connexe, et le quotient de H par ce
k-sous-groupe normal est un k-tore extension du k-tore quasi-trivial P par le k-tore quasi-trivial
Q. Comme toute extension de tels k-tores est scinde´e (ce qu’on voit aise´ment sur les suites
duales de caracte`res), ce quotient est isomorphe au k-tore quasi-trivial P ×k Q.
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De´finition. Une suite exacte de k-groupes alge´briques re´ductifs connexes
1→ S → H → G→ 1,
avec H extension d’un k-tore quasi-trivial par un k-groupe semi-simple simplement connexe, et
S un k-tore flasque central dans H, est appele´e une re´solution flasque du k-groupe re´ductif
connexe G.
Il y a pour ces re´solutions flasques des proprie´te´s de presque unicite´ analogues a` celles
connues dans le cas ou` G est un k-tore ([CTSa77], [Vo77], [Vo98]). Ceci fera l’objet d’un
expose´ se´pare´ (voir l’annonce [CT04]). Pour toute extension de corps K/k, la suite associe´e
1→ SK → HK → GK → 1 est une re´solution flasque de GK .
Rappelons la de´finition de la R-e´quivalence sur les k-points d’une varie´te´ alge´brique X
de´finie sur un corps k. C’est la relation d’e´quivalence engendre´e par la relation e´le´mentaire
suivante : deux k-points A et B de X(k) sont lie´s s’il existe un k-morphisme f : U → X d’un
ouvert U de la droite projective P1k vers X tel que A et B appartiennent a` f(U(k)). Si X est
projective, on peut prendre U = P1k dans cette de´finition. Si X est projective, et A et B sont
deux k-points R-e´quivalents, le ze´ro-cycle A−B est rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur X .
Soit G un k-groupe alge´brique. La structure de groupe sur G(k) induit une structure de
groupe sur G(k)/R. On renvoie a` [CTSa77] et [Gi97] pour plus de de´tails.
On peut, de diverses fac¸ons, e´tablir la finitude du quotient G(k)/R pour G un k-groupe
line´aire connexe sur un corps p-adique. Mais pour e´tablir le the´ore`me principal du pre´sent article
nous aurons besoin de la valeur pre´cise du groupe G(k)/R, donne´e par l’e´nonce´ suivant, qui est
une variante d’un re´sultat de P. Gille ([Gi97], III.2.7) et de Borovoi et Kunyavskiˇı ([BoKu04],
Thm. 4.8).
The´ore`me 3. Soit k un corps p-adique, et soit
1→ S → H → G→ 1
une re´solution flasque d’un k-groupe re´ductif connexe G. L’application bord G(k) → H1(k, S)
de´duite de cette suite induit un isomorphisme de groupes abe´liens finis G(k)/R
∼
→ H1(k, S).
De´monstration. Sur un corps k quelconque, une suite exacte de k-groupes alge´briques
1→ S → H → G→ 1,
comme ci-dessus induit ([Se94], I, §5) une suite exacte de groupes
H(k)→ G(k)→ H1(k, S),
et l’image de l’application G(k) → H1(k, S) co¨ıncide avec l’ensemble des e´le´ments de H1(k, S)
d’image la classe triviale dans l’ensemble H1(k,H). Deux points α, β ∈ G(k) ont meˆme image
dans H1(k, S) si et seulement si α.β−1 ∈ G(k) est l’image d’un e´le´ment de H(k). Lorsque le k-
tore S est flasque, l’homomorphisme δ : G(k)→ H1(k, S) passe au quotient par la R-e´quivalence
([CTSa77], Prop. 12 p. 198), on obtient un homomorphisme G(k)/R→ H1(k, S).
Pour e´tablir que, sur un corps p-adique, l’homomorphisme G(k)/R → H1(k, S) est un
isomorphisme, il suffit de de´montrer que sur un tel corps le groupe H satisfait les deux proprie´te´s
suivantes :
(i) On a H1(k,H) = 1, en d’autres termes tout espace principal homoge`ne sous H (sur k)
est trivial.
(ii) Le quotient H(k)/R est re´duit a` un e´le´ment.
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Le groupe H s’inse`re dans une suite exacte
1→ H ′ → H → P → 1,
ou` H ′ (groupe de´rive´ de H) est un k-groupe semi-simple simplement connexe et ou` P est un
k-tore quasi-trivial. Cette suite induit une suite exacte d’ensembles pointe´s ([Se94], I, §5.5)
H1(k,H ′)→ H1(k,H)→ H1(k, P ).
Le groupe H1(k, P ) est trivial (the´ore`me 90 de Hilbert). Le corps k e´tant p-adique et le groupe
H ′ semi-simple simplement connexe, l’ensemble H1(k,H ′) est re´duit a` un e´le´ment (the´ore`me de
Kneser). Ainsi H1(k,H) = 1, ce qui e´tablit le point (i).
Le groupe H ′ e´tant simplement connexe et le corps k p-adique, on sait que le quotient
H ′(k)/R est re´duit a` un e´le´ment (Voskresenskiˇı, 1979, voir [Vo98], 18.5, Thm. 1 ; pour un
e´nonce´ sur des corps plus ge´ne´raux, rassemblant les re´sultats de nombreux autres auteurs, voir
[CTGiPa04], Thm. 4.5). Comme le k-tore quasi-trivial P est un ouvert d’un espace affine, on
a P (k)/R = 1. D’apre`s le The´ore`me 1 de l’appendice de P. Gille a` [BoKu04], dans la situation
ci-dessus (k corps p-adique, H ′ simplement connexe), la suite exacte de k-groupes alge´briques
1→ H ′ → H → P → 1 induit une suite exacte de groupes
H ′(k)/R→ H(k)/R→ P (k)/R.
On a donc H(k)/R = 1, ce qui e´tablit le point (ii).
Remarque. La de´monstration du The´ore`me III.2.7 dans [Gi97] repose sur le Lemme III.2.8,
spe´cifique aux corps p-adiques, dont la de´monstration est incorrecte mais peut eˆtre corrige´e. Le
the´ore`me III.2.7 de [Gi97] vaut en fait sur des corps plus ge´ne´raux : voir [CTGiPa04], Thm.
4.9, qui utilise le The´ore`me 6, p. 308 de [Gi01], inde´pendant de [Gi97]. La de´monstration du
re´sultat de l’appendice de [BoKu04], invoque´e a` la fin de la de´monstration ci-dessus, repose aussi
uniquement sur [Gi01]. Ainsi le The´ore`me 3 vaut sur tout corps k satisfaisant les hypothe`ses
des The´ore`mes 1.2 et 4.5 de [CTGiPa04] : le corps k est de caracte´ristique nulle, de dimension
cohomologique au plus 2, sur toute extension finie de k exposant et indice des alge`bres simples
centrales co¨ıncident, et la dimension cohomologique de l’extension abe´lienne maximale de k est
au plus 1 (cette dernie`re hypothe`se n’e´tant utilise´e que lorsqu’il y a des facteurs de type E8).
Proposition 4. Soient k un corps p-adique, G un k-groupe re´ductif connexe, et 1→ S →
H → G → 1 une re´solution flasque de G. Soit K/k l’extension finie galoisienne qui de´ploie le
k-tore S. Soit F/k une extension finie. Si le compose´ KF/F est cyclique, alors GF (F )/R = 1.
De´monstration. L’e´nonce´ re´sulte imme´diatement de la Proposition 1 (ii) et du The´ore`me
3, qui donne un isomorphisme fonctoriel en le corps de base.
Lemme 5. Soient k un corps p-adique, T un k-tore et L/k une extension finie de corps,
de degre´ premier au degre´ du corps K de de´ploiement de T . Alors l’application de restriction
H1(k, T )→ H1(L, T ) est un isomorphisme.
De´monstration. Soit g le groupe de Galois de l’extension K/k. On a la suite exacte de
restriction-inflation
0→ H1(g, T (K))→ H1(k, T )→ H1(K, T ).
Comme TK est un K-tore de´ploye´, on a H
1(K, T ) = 0 (the´ore`me 90 de Hilbert). Ainsi
H1(k, T ) = H1(g, T (K)) = H1(g,X∗(T )⊗ZK
∗), et le groupe H1(k, T ) est annule´ par l’ordre de
g, c’est-a`-dire par le degre´ [K : k] de K sur k. Comme les degre´s des extensions K/k et L/k sont
4
premiers entre eux, le compose´M = KL de l’extension galoisienne K/k et de L/k est une exten-
sion galoisienne de L de degre´ [K : k], de groupe g. L’inclusion K∗ →֒M∗ et la normeM∗ → K∗
sont g-e´quivariantes. Leur compose´ est l’e´le´vation a` la puissance [M : K] = [L : k]. La restric-
tion H1(k, T ) → H1(L, T ) s’identifie a` la fle`che H1(g,X∗(T ) ⊗Z K
∗) → H1(g,X∗(T ) ⊗Z M
∗)
induite par l’inclusion K∗ →֒ M∗. La composition avec l’application H1(g,X∗(T ) ⊗Z M
∗) →
H1(g,X∗(T ) ⊗Z K
∗) induite par la norme est la multiplication par [L : k]. Ainsi le noyau
de la restriction H1(k, T ) → H1(L, T ) est-il annule´ par [L : k]. Comme [K : k] et [L : k]
sont premiers entre eux, on conclut que la restriction H1(k, T ) → H1(L, T ) est injective.
(Cette premie`re partie de la de´monstration vaut sur un corps quelconque ; il s’agit, dans le
pre´sent contexte, d’une de´monstration de´taille´e, requise par le rapporteur, de la formule ge´ne´rale
CoresL/k ◦ Resk/L = [L : k].)
Rappelons que X∗(T ) de´signe le groupe des caracte`res du k-tore T . Si k est un corps p-
adique, le cup-produit induit une dualite´ parfaite de groupes finis H1(k, T )×H1(k,X∗(T ))→
Br(k) = Q/Z ([Se94], II. §5.8, The´ore`me 6). On a de meˆme une dualite´ parfaite de groupes
finis H1(L, T )×H1(L,X∗(T ))→ Br(L) = Q/Z. Les suites de restriction-inflation montrent que
les fle`ches H1(Gal(K/k), X∗(T )) → H1(k,X∗(T )) et H1(Gal(M/L), X∗(T )) → H1(L,X∗(T ))
sont des isomorphismes. L’application de restriction H1(k,X∗(T )) → H1(L,X∗(T )) s’identifie
donc a` l’identite´ H1(g,X∗(T )) = H1(g,X∗(T )), c’est un isomorphisme. En particulier ces deux
groupes ont meˆme ordre. Ainsi la restriction H1(k, T )→ H1(L, T ) est une injection de groupes
finis de meˆme ordre, c’est donc un isomorphisme.
Proposition 6. Soient k un corps p-adique, G un k-groupe re´ductif connexe, et 1→ S →
H → G → 1 une re´solution flasque de G. Soit K/k l’extension finie galoisienne qui de´ploie
le k-tore S. Supposons que le degre´ [K : k] soit une puissance d’un nombre premier l. Pour
F/E/k des extensions finies de corps avec [F : E] premier a` l, l’homomorphisme de restriction
GE(E)/R→ GF (F )/R est un isomorphisme de groupes finis.
De´monstration. L’e´nonce´ re´sulte imme´diatement du Lemme 5 et du The´ore`me 3, qui donne
un isomorphisme fonctoriel en le corps de base.
§2. Deux lemmes sur les extensions de corps p-adiques
Soit K/k une extension galoisienne de corps p-adiques, de degre´ ln, avec (l, p) = 1. Soit
E ⊂ K la sous-extension maximale non ramifie´e de K/k. Soit [E : k] = la et [K : E] = lb (ainsi
lb est l’indice de ramification de K sur k). L’extension E/k est cyclique. Comme l est diffe´rent
de p, l’extension d’inertie K/E est aussi cyclique. L’hypothe`se l 6= p est ainsi indispensable
dans le lemme suivant, et c’est la raison principale pour laquelle on n’obtient pas la finitude de
la partie p-primaire du groupe de Chow dans le the´ore`me principal.
Lemme 7. Soient k un corps p-adique, l un nombre premier diffe´rent de p, puis K/k une
extension finie galoisienne de degre´ ln. Soit F/k une extension finie. Si ln divise [F : k], alors
le compose´ KF de K et F est une extension cyclique de F .
De´monstration. Soit M/k la sous-extension maximale non ramifie´e de F/k. L’hypothe`se
implique que l’on a au moins l’une des deux proprie´te´s : la divise [M : k] ou lb divise [F :M ].
Si la divise [M : k], on a E ⊂M , et le compose´ deK et F sur k est le compose´ de l’extension
cyclique K/E et de l’extension F/E, c’est donc une extension cyclique de F .
Supposons que lb divise [F :M ]. Montrons que l’extension KF/F est alors non ramifie´e (ce
a` quoi l’on s’attend selon le principe : la ramification avale la ramification). Soient πk, πK , πF
des uniformisantes de k,K, F . On peut e´crire πk = u.π
lb
K avec u unite´ dans K, et πk = v.π
m.lb
F ,
avec v unite´ dans F et m entier. Comme les extensions K/E et F/M sont totalement ramifie´es,
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et que l est premier a` p, les fle`ches naturelles d’inclusion d’unite´s O∗E ⊂ O
∗
K et O
∗
M ⊂ O
∗
F
induisent des isomorphismes O∗E/(O
∗
E)
lt ∼→ O∗K/(O
∗
K)
lt et O∗M/(O
∗
M )
lt ∼→ O∗F /(O
∗
F )
lt pour tout
entier t ≥ 1.
Quitte a` changer d’uniformisante pour K on peut donc supposer u ∈ O∗E . Par ailleurs on
peut e´crire v = w.zl
b
avec w ∈ O∗M et z ∈ O
∗
F . On a donc πk = w.(z.π
m
F )
lb . De ces e´quations
on tire
(πK .(z.π
m
F )
−1)l
b
= w.u−1.
Comme l est premier a` p, et que w et u sont dans des extensions non ramifie´es de k, il existe
une extension non ramifie´e de k, contenant E, qui contient πK .(z.π
m
F )
−1. Ainsi πK appartient
au compose´ de cette extension non ramifie´e et de F , l’e´le´ment πK de KF appartient a` une
extension non ramifie´e de EF .
Comme πK engendre K sur E (solution d’une e´quation d’Eisenstein), KF est une extension
non ramifie´e de EF , donc de F . L’extension de corps locaux KF/F e´tant non ramifie´e, elle est
cyclique.
Lemme 8. Soient k un corps p-adique et l 6= p un nombre premier. Supposons que k
contient les racines l-ie`mes de l’unite´. Soit F/k une extension finie de corps. Soit ln la plus
grande puissance de l divisant le degre´ [F : k]. Il existe alors une sous-extension L/k de F/k
telle que [L : k] = ln, et donc ([F : L], l) = 1.
De´monstration. Soit E/k la sous-extension maximale non ramifie´e de F/k et soit N ⊂ E la
sous-extension maximale non ramifie´e de F/k de degre´ une puissance de l, soit la. L’extension
E/N est de degre´ premier a` l. L’inclusion κN ⊂ κE de leurs corps re´siduels induit, pour tout
entier t ≥ 1, une inclusion κ∗N/κ
∗lt
N →֒ κ
∗
E/κ
∗lt
E . L’ordre du premier quotient est le meˆme que
celui de µlt(κN ), et celui du deuxie`me quotient est le meˆme que celui de µlt(κE). L’inclusion
µlt(κN ) ⊂ µlt(κE) est un isomorphisme ; en effet, s’il existait ζ dans le second groupe non
dans le premier, la sous-extension κN (ζ)/κN de κE/κN serait de degre´ une puissance de l (car
l’hypothe`se sur k implique que le corps re´siduel de k contient les racines l-ie`mes de l’unite´), et
ceci n’est pas possible puisque le degre´ de κE/κN est e´gal a` celui de E/N , donc est premier
a` l. Ainsi l’inclusion κ∗N/κ
∗lt
N →֒ κ
∗
E/κ
∗lt
E est un isomorphisme. Les corps re´siduels de E et F
co¨ıncident. En utilisant le lemme de Hensel, on voit alors que pour tout t entier, t ≥ 1, l’inclusion
naturelle des groupes d’unite´s O∗N ⊂ O
∗
F induit un isomorphisme O
∗
N/(O
∗
N )
lt ∼→ O∗F /(O
∗
F )
lt .
Soit e = lb.m l’indice de ramification de F sur k, avec (m, l) = 1. Notant πk et πF des
uniformisantes de k, resp. F , on a πk = u.(πF )
lb.m, avec u ∈ O∗F . D’apre`s ce qui pre´ce`de,
on peut donc e´crire v.πk = w
lb , avec v ∈ O∗N et w ∈ F
∗. L’e´quation X l
b
− v.πk est une
e´quation d’Eisenstein sur le corps N , elle de´finit une extension L totalement ramifie´e de degre´
lb de N . D’apre`s ce qui pre´ce`de, cette e´quation a la racine w dans F . Ainsi L ⊂ F . On a
[L : k] = [L : N ][N : k] = lb.la = ln.
Remarques. Comme me l’a fait observer P. Deligne, on peut directement de´duire le Lemme 8
du fait que le groupe de Galois absolu de k est extension d’un pro-l-groupe par un groupe d’ordre
(profini) premier a` l. Par ailleurs, M. Brion note que lorsque l’extension finie F/k est galoisienne,
l’e´nonce´ re´sulte (meˆme pour l = p, et sans rien supposer sur les racines de l’unite´) des the´ore`mes
de Sylow ge´ne´ralise´s pour les groupes re´solubles, dus a` Philip Hall (voir [Ha59], Thm. 9.3.1).
§3. De´monstration du the´ore`me
Rappelons pour me´moire ([Fu84], 1.4) que pour un morphisme propre π : Y → Z entre
k-varie´te´s, l’application image directe π∗ : CH0(Y ) → CH0(Z) est induite par l’application
line´aire sur les ze´ro-cycles Z0(Y ) → Z0(Z) qui envoie un point ferme´ M sur [k(M) : k(N)]N ,
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ou` N est le point ferme´ de Z image de M , et ou` [k(M) : k(N)] est le degre´ relatif des extensions
re´siduelles.
Soient k un corps et X une k-varie´te´ projective et lisse. Soit K/k une extension finie de
corps. Soit p : XK → X la projection naturelle. Cette projection est finie et plate. On dispose
donc des homomorphismes d’image re´ciproque p∗ : CH0(X)→ CH0(XK) ([Fu75], 1.2 ; [Fu84],
1.7) et d’image directe, encore appele´e trace, p∗ : CH0(XK) → CH0(X) ([Fu75], 1.6 ; [Fu84],
1.4).
Le compose´ p∗ ◦ p
∗ : CH0(X) → CH0(X) est la multiplication par le degre´ [K : k]. C’est
un cas particulier d’un e´nonce´ ge´ne´ral sur les morphismes finis et plats ([Fu84], Example 1.7.4).
En particulier, si l est un nombre premier ne divisant pas [K : k], alors l’application de
restriction A0(X)→ A0(XK) est injective sur le sous-groupe de torsion l-primaire de A0(X).
Le groupe de Chow re´duit A0(X) associe´ a` une k-varie´te´ X projective, lisse, ge´ome´tri-
quement connexe, est un invariant k-birationnel ([CTCo79], Prop. 6.3 ; [Fu84], 16.1.11, ou`
l’hypothe`se faite sur le corps de base est inutile). Il satisfait A0(X ×k Z) ≃ A0(X) si Z est une
k-varie´te´ projective lisse k-birationnelle a` un espace projectif.
En caracte´ristique ze´ro, tout k-groupe line´aire connexe G est k-isomorphe au produit de
son radical unipotent, qui est comme k-varie´te´ un espace affine standard, par un k-groupe
re´ductif connexe G1. Pour X , resp. X1, une k-compactification lisse de G, resp. de G1, on
a donc A0(X) ≃ A0(X1). (Que de telles compactifications lisses existent re´sulte du the´ore`me
d’Hironaka. Une de´monstration plus e´conome n’est sans doute pas hors d’atteinte, mais elle
n’est pas disponible dans la litte´rature.)
Pour e´tablir le the´ore`me, on supposera donc G re´ductif connexe. Soit
1→ S → H → G→ 1
une re´solution flasque de G. Soit K/k l’extension finie galoisienne qui de´ploie le k-tore S.
Pour chaque premier l divisant [K : k], choisissons un l-sous-groupe de Sylow gl de g =
Gal(K/k). Soit kl le corps fixe de gl. Comme le degre´ de kl sur k est premier a` l, l’argument
ge´ne´ral de trace rappele´ ci-dessus assure que le sous-groupe de torsion l-primaire de A0(X)
s’injecte (par la fle`che de restriction de k a` kl) dans le sous-groupe de torsion l-primaire de
A0(Xkl).
Pour e´tablir le re´sultat de finitude annonce´, qui porte sur tous les corps p-adiques, on peut
donc supposer que le degre´ de K sur k est une puissance d’un nombre premier l 6= p. On dispose
de la re´solution flasque
1→ SK → HK → GK → 1,
ou` SK est un K-tore de´ploye´. Un cas simple de la Proposition 10 ci-dessous (qui n’utilise que le
The´ore`me 3 ci-dessus) montre alors qu’on a A0(XK) = 0. L’argument de trace rappele´ ci-dessus
montre que le groupe A0(X) est annule´ par [K : k], qui est une puissance de l. (On pourrait se
dispenser de l’utilisation de la Proposition 10, en partant d’une extension finie galoisienne K/k
de´ployant le groupe G, et en conside´rant les sous-groupes de Sylow de Gal(K/k).)
Soit µl le groupe des racines l-ie`mes de l’unite´. L’extension k(µl)/k est de degre´ premier a` l.
L’argument de trace montre que l’application de restriction A0(X)→ A0(Xk(µl)) est injective.
Pour e´tablir la finitude de A0(X), il suffit d’e´tablir celle de A0(Xk(µl)).
En re´sume´, il suffit d’e´tablir la finitude de A0(X) lorsque l’extension K/k qui de´ploie S
est de degre´ une puissance ln d’un nombre premier l 6= p et que de plus k contient µl, deux
hypothe`ses que nous faisons jusqu’a` la fin de la de´monstration.
Pour e´tablir le re´sultat, comme A0(X) est un groupe de torsion, il suffit de montrer que le
groupe CH0(X) est un groupe de type fini. Soit M un point ferme´ de G. Soit F = k(M) le
corps re´siduel de M . Soit lt la puissance maximale de l divisant [F : k].
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Via l’application e´vidente F⊗kF → F envoyant a⊗b sur ab, le point ferme´M de G ⊂ X de
corps re´siduel F de´finit un point F -rationnel de GF ⊂ XF , que nous noterons m. L’application
p∗ : CH0(XF ) → CH0(X) envoie la classe de m ∈ X(F ) dans CH0(XF ) sur la classe de M
dans CH0(X).
Si n ≤ t, alors par le Lemme 7 l’extension KF/F est cyclique, donc d’apre`s la Proposition
4 le point rationnel m est R-e´quivalent a` ǫF sur GF (on note ǫ ∈ G(k) l’e´le´ment neutre de
G), donc aussi sur XF , et les ze´ro-cycles m et ǫF sont rationnellement e´quivalents sur XF . En
appliquant l’homomorphisme CH0(XF ) → CH0(X) induit par la projection XF → X , on voit
que M est rationnellement e´quivalent, sur X , a` un multiple de ǫ ∈ G(k).
Supposons t < n. D’apre`s le Lemme 8, il existe une sous-extension L/k de F/k, de degre´ lt,
avec ([F : L], l) = 1. Le L-tore SL est de´ploye´ par une extension de L de degre´ une puissance de l.
D’apre`s la Proposition 6, la restriction de L a` F induit un isomorphisme GL(L)/R
∼
→ GF (F )/R.
Le groupe GL(L)/R est fini. Soient Pi ∈ GL(L), i ∈ IL, des repre´sentants, en nombre fini, de
GL(L)/R. On dispose des projections p1 : XF → XL et p2 : XL → X , dont le compose´ est
p : XF → X . Ces projections induisent les applications d’image directe p1∗ : CH0(XF ) →
CH0(XL) et p2∗ : CH0(XL) → CH0(X). On a donc p2∗(p1∗(m)) = p∗(m) = M ∈ CH0(X).
Soit Pi ∈ GL(L) dont l’image dans GF (F ) est dans la R-classe de m. Dans CH0(XF ), on a
m = p∗1(Pi). Ainsi, dans CH0(XL), on a p1∗(m) = p1∗(p
∗
1(Pi)) = [F : L]Pi, et dans CH0(X),
on a
M = p∗(m) = p2∗(p1∗(m)) = p2∗([F : L]Pi) = [F : L]p2∗(Pi).
Un lemme de de´placement bien connu (voir le comple´ment ci-dessous) assure que le groupe
CH0(X) est engendre´ par les points ferme´s de l’ouvert G ⊂ X . Le groupe CH0(X) est donc
engendre´ par ǫ et la famille des ze´ro-cycles pL/k∗(Pi), pour L/k parcourant les extensions de k
de degre´ lt avec t < n et, pour L donne´, i dans l’ensemble fini IL. Comme il n’y a qu’un nombre
fini d’extensions de degre´ donne´ d’un corps p-adique ([Se94], chap. III, §4.2, p. 150/151), on
conclut que le groupe CH0(X) est de type fini, et donc que A0(X) est fini.
Comple´ment. Dans la de´monstration, nous avons utilise´ le lemme de de´placement suivant.
Soit k un corps parfait infini. Pour tout ouvert de Zariski non vide U d’une k-varie´te´ lisse
inte`gre V , tout ze´ro-cycle sur V est rationnellement e´quivalent, sur V , a` un ze´ro-cycle a` support
dans U . Sur requeˆte du rapporteur, rappelons la de´monstration (dans le cas quasi-projectif,
on pourrait aussi invoquer [AK79], mais le fait a` de´montrer ici est plus e´le´mentaire). Il suffit
d’e´tablir le re´sultat pour un point ferme´ M ∈ V . Soit F ⊂ V le ferme´ comple´mentaire de U .
Soit d la dimension de V . Dans l’ide´al maximal de l’anneau local, re´gulier, OV,M de M sur V ,
il existe un e´le´ment g 6= 0 qui de´finit localement un ferme´ contenant F . On peut trouver une
chaˆıne de parame`tres re´guliers f1, . . . , fd−1, membres d’un syste`me de d ge´ne´rateurs de l’ide´al
maximal de OV,M , telle que l’image de g dans l’anneau local re´gulier OV,M/(f1, . . . , fd−1) ne soit
pas nulle. En e´crivant ces e´quations au voisinage de M et en prenant l’adhe´rence sche´matique
dans V , on trouve une courbe inte`gre C ferme´e dans V , passant par M , re´gulie`re en M et non
contenue dans F . Soit D → C la normalisation de C. C’est une k-courbe inte`gre re´gulie`re,
donc lisse sur le corps parfait k. En particulier D est quasi-projective. Il existe un point ferme´
N ∈ D d’image M tel qu’au voisinage de N , la projection D → C soit un isomorphisme. Soit
F1 ⊂ C le ferme´ propre de C image re´ciproque de F ⊂ V par le morphisme propre π : D → V .
Comme π est propre, le morphisme π∗ : Z0(D) → Z0(V ) induit sur les groupes de ze´ro-cycles
passe au quotient par l’e´quivalence rationnelle ([Fu84], Thm. 1.4). On a M = π∗(N). Sur la
courbe quasi-projective lisse inte`gre D, le point ferme´ N est rationnellement e´quivalent a` un
ze´ro-cycle z dont le support est e´tranger a` F1 (car l’anneau semilocal de D aux points de F1
a un groupe de Picard trivial). Ainsi M est, sur V , rationnellement e´quivalent au ze´ro-cycle
π∗(z), dont le support est dans U .
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§4. Une minoration pour le groupe de Chow re´duit
Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro, G un k-groupe re´ductif connexe et X une k-
compactification lisse de G. Soit 1 → S → H → G → 1 une re´solution flasque de G. Cette
re´solution induit un homomorphisme G(k)/R → H1(k, S) (voir le de´but de la de´monstration
du The´ore`me 3). Comme S est flasque, il existe un torseur T → X sous le k-groupe S qui
e´tend le torseur sous S donne´ par H → G ([CTSa77], Prop. 9 p. 194). D’apre`s ([CTSa77],
Prop. 12 p. 198), ce torseur de´finit un homomorphisme CH0(X) → H
1(k, S), lequel compose´
avec l’application naturelle compose´e G(k)/R → X(k)/R→ CH0(X) donne la fle`che naturelle
G(k)/R → H1(k, S). Comme le torseur T a une fibre triviale en l’e´le´ment neutre ǫ ∈ G(k) ⊂
X(k), on voit que l’homomorphisme G(k)/R → H1(k, S) peut s’e´crire comme le compose´ des
applications G(k)/R → X(k)/R, puis de l’application X(k)/R → A0(X) qui envoie la classe
d’un k-point P sur la classe du ze´ro-cycle P − ǫ, enfin de l’homomorphisme A0(X)→ H
1(k, S)
de´fini par le torseur T .
Proposition 9 Soient k un corps p-adique, G un k-groupe re´ductif connexe et X une
k-compactification lisse de G. Soit 1 → S → H → G → 1 une re´solution flasque de G.
L’application naturelle G(k)/R → CH0(X) est injective, et A0(X) → H
1(k, S) est un homo-
morphisme surjectif.
De´monstration. D’apre`s le The´ore`me 3, l’homomorphisme G(k)/R → H1(k, S) est une
bijection. Les conside´rations pre´ce´dentes montrent alors que l’application compose´e G(k)/R→
X(k)/R→ A0(X) induite par P 7→ (P−ǫ) est une injection, et que l’homomorphisme A0(X)→
H1(k, S) est une surjection.
Remarque. On peut de diverses fac¸ons voir que l’application G(k)/R → X(k)/R est une
bijection. Mais ceci laisse ouvert (meˆme pour G un k-tore) les deux questions (e´quivalentes
d’apre`s ce qui pre´ce`de) :
(i) L’application X(k)/R→ A0(X) est-elle surjective ? (Tout ze´ro-cycle de degre´ 1 sur X
est-il rationnellement e´quivalent a` un point rationnel ?)
(ii) L’homomorphisme surjectif A0(X)→ H
1(k, S) est-il une bijection ?
En utilisant la Proposition 9 et le lien entre les re´solutions flasques de G et les torseurs
universels e´tabli dans [CT04] (ceci utilise le the´ore`me 3.2 de [BoKu04]), on peut montrer que
l’accouplement naturel
A0(X)× Br(X)/Br(k)→ Br(k) = Q/Z
entre le groupe A0(X) et le groupe de Brauer re´duit Br(X)/Br(k) deX est non de´ge´ne´re´ a` droite.
La question (ii) se reformule alors ainsi : cet accouplement est-il un accouplement parfait de
groupes finis ?
Nous pouvons maintenant montrer que le groupe A0(X) dont le the´ore`me principal de
l’article assure la finitude (a` la torsion p-primaire pre`s) n’est pas toujours nul. Sur k p-adique,
il est facile de construire des k-tores flasques S tels que H1(k, S) 6= 0. L’exemple le plus simple
correspond a` une re´solution flasque du k-tore des e´le´ments de norme 1 dans une extension
biquadratique de k (voir [CTSa77], §6, Cor. 1 p. 207).
Etant donne´ un tel k-tore S, on peut facilement donner une suite exacte de k-tores alge´-
briques
1→ S → P → G→ 1
avec P quasi-trivial. Si X est une k-compactification lisse de G, d’apre`s ce qui pre´ce`de, on a
A0(X) 6= 0.
On peut aussi donner de tels exemples avec G un k-groupe semi-simple. Soit S/k comme
ci-dessus. Comme remarque´ par Ono (voir [Sa81], Lemme 1.7), le the´ore`me d’Artin sur les
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caracte`res induits a` partir de groupes cycliques assure l’existence d’un entier m > 0, de k-tores
quasi-triviaux P1 et P2 et d’une isoge´nie
1→ µ→ Sm ×k P1 → P2 → 1.
Ici µ est un k-groupe fini commutatif. Sur une extension finie galoisienne K/k, le groupe µK est
K-isomorphe a` un produit de groupes de racines de l’unite´, lesquels se plongent dans des groupes
spe´ciaux line´aires. Le groupe µ se plonge dans le k-groupe fini RK/k(µK), et ce dernier se plonge
(de fac¸on centrale) dans un produit G1 de descendus a` la Weil de groupes spe´ciaux line´aires.
Soit G le k-groupe semi-simple quotient de G1 par µ. Soit H le quotient de G1 ×k (S
m ×k P1)
par l’action diagonale de µ. On a d’une part une suite exacte de k-groupes
1→ G1 → H → P2 → 1,
c’est-a`-dire H est extension d’un k-tore quasi-trivial par un k-groupe semi-simple simplement
connexe, d’autre part une suite exacte (centrale)
1→ Sm ×k P1 → H → G→ 1,
qui est donc une re´solution flasque du k-groupe semi-simple G. Si X est une k-compactification
lisse de G, le groupe A0(X) admet H
1(k, Sm) = (H1(k, S))m 6= 0 comme quotient.
Pour certains groupes G, le groupe de Chow re´duit A0(X) est automatiquement nul.
Proposition 10. Soient k un corps p-adique, G un k-groupe re´ductif connexe et X une
k-compactification lisse de G. Dans chacun des cas suivants
(i) G est semi-simple simplement connexe,
(ii) G est un groupe adjoint,
(iii) G est un k-groupe absolument presque simple,
(iv) il existe une re´solution flasque 1 → S → H → G → 1 de G telle que le k-tore S soit
de´ploye´ par une extension me´tacyclique de k,
le groupe A0(X) est nul.
De´monstration. Dans chacun des cas mentionne´s ci-dessus, on a G(F )/R = 1 pour toute
extension finie F de k. Pour les cas (i) a` (iii), c’est e´tabli dans [CTGiPa04], Corollary 4.11.
Dans le cas (iv), pour toute extension finie F/k, on a G(F )/R
∼
→ H1(F, S) (The´ore`me 3). Par
ailleurs, le F -tore SF est de´ploye´ par une extension me´tacyclique de F . On a donc H
1(F, S) = 1
(Proposition 1). Ainsi dans chaque cas tout point ferme´ de G est rationnellement e´quivalent sur
X a` un multiple de ǫ ∈ G(k). Par le lemme de de´placement simple de´taille´ a` la fin du §3, ceci
suffit a` e´tablir A0(X) = 0.
Remarque. Soit G un k-groupe re´ductif connexe qui admet une re´solution flasque 1→ S →
H → G → 1 telle que le k-tore S soit de´ploye´ par une extension K/k mode´re´ment ramifie´e du
corps p-adique k. L’hypothe`se assure qu’un p-sous-groupe de Sylow de Gal(K/k) est cyclique.
Soit F le corps fixe d’un tel sous-groupe. Comme l’extensionK/F est cyclique, la Proposition 10
assure A0(XF ) = 0. Un argument de trace montre alors que le sous-groupe de torsion p-primaire
de A0(X) est nul. Le the´ore`me principal de cet article assure alors que le groupe A0(X) est fini.
§5. Groupe de Chow des ze´ro-cycles sur les varie´te´s rationnellement connexes
Soit k un corps. Une k-varie´te´ projective et lisse X est dite rationnellement connexe par
chaˆınes, si pour tout corps alge´briquement clos Ω contenant k, l’ensemble X(Ω)/R est re´duit a`
un e´le´ment.
10
Une k-varie´te´ projective et lisse X est dite se´parablement rationnellement connexe s’il existe
une extension K/k de corps et un K-morphisme f : P1K → XK tels que “la” de´composition de
l’image inverse f∗TX du fibre´ tangent a` XK en somme directe de fibre´s inversibles OP1(ai) ne
comporte que des ai strictement positifs.
Une varie´te´ se´parablement rationnellement connexe est rationnellement connexe par chaˆı-
nes. En caracte´ristique ze´ro, les deux proprie´te´s sont e´quivalentes. En caracte´ristique ze´ro, on
parlera donc simplement de varie´te´s rationnellement connexes.
Ces varie´te´s ont, sur un corps alge´briquement clos, fait l’objet de nombreux travaux dans
les quinze dernie`res anne´es (travaux de Kolla´r-Miyaoka-Mori et Campana en particulier). On
se reportera a` [Ko96] et [ArKo03]. En caracte´ristique ze´ro, des exemples de telles varie´te´s
(projectives, lisses) sont les varie´te´s (ge´ome´triquement) rationnelles et plus ge´ne´ralement les
varie´te´s (ge´ome´triquement) unirationnelles. Un the´ore`me de Kolla´r-Miyaoka-Mori et Campana
assure que les varie´te´s de Fano sont rationnellement connexes par chaˆınes.
Soient k un corps et X une k-varie´te´ rationnellement connexe par chaˆınes. Si k est alge´bri-
quement clos, la trivialite´ de X(k)/R implique A0(X) = 0. Pour k quelconque, un argument de
trace sur les groupes de Chow montre que le groupe A0(X) est un groupe de torsion. L’e´nonce´
suivant, plus pre´cis, n’est pas dans la litte´rature.
Proposition 11. Soient k un corps et X une k-varie´te´ projective, lisse, rationnellement
connexe par chaˆınes. Il existe un entier n > 0 tel que pour tout corps F contenant k le groupe
A0(XF ) est annule´ par n.
De´monstration. Un argument de trace permet de se ramener au cas ou` X posse`de un point
k-rationnel P . Soit η le point ge´ne´rique de X et L = k(X) le corps des fonctions de X . Soit Ω
une cloˆture alge´brique de k(X). Sur XΩ, les points η et P de´finissent des points de X(Ω) qui sont
R-e´quivalents, donc rationnellement e´quivalents. Cette e´quivalence rationnelle existe sur une
extension finie de L. En prenant une trace, on trouve qu’il existe un entier n > 0 tel que le ze´ro-
cycle n(η − PL) ∈ CH0(XL) soit rationnellement e´quivalent a` ze´ro. Sur le produit X ×k X , on
trouve une e´quivalence rationnelle entre n(∆− (P ×kX)), ou` ∆ ⊂ X×kX de´signe la diagonale,
et un cycle supporte´ dans un ferme´ de la forme X×kY , avec Y ⊂ X de codimension au moins 1.
La correspondance CH0(X)→ CH0(X) induite par n(∆−(P ×kX)) ∈ CH
d(X×kX) (ou` d est
la dimension de X) est donc nulle (voir [Fu84], Chapitre 16). Par ailleurs, cette correspondance
co¨ıncide avec l’application qui a` une classe de ze´ro-cycle z associe n(z−degk(z)P ). Ceci montre
que le groupe A0(X) est annule´ par n. Comme l’e´quivalence rationnelle sur X ×k X en induit
une sur XF ×F XF pour toute extension de corps F/k, on voit que l’on a aussi nA0(XF ) = 0.
Dans le reste de ce paragraphe, nous rappelons ce qui est connu sur la conjecture suivante
([CT95] , [KoSz03]), que le the´ore`me principal du pre´sent article e´tablit dans un cas particulier.
Conjecture Soit X/k une varie´te´ projective, lisse, rationnellement connexe sur un corps
p-adique k. Le groupe A0(X) est un groupe fini.
L’analogue de cette conjecture sur le corps R des re´els est connue. Si X(R) = ∅, alors
A0(X) = 0. SiX(R) 6= ∅ et s ≥ 1 est le nombre de composantes connexes de l’espace topologique
X(R), alors A0(X) ≃ (Z/2)
s−1 (cas particulier d’un the´ore`me de Ischebeck et l’auteur, 1981).
En dimension 2, les varie´te´s (projectives, lisses) se´parablement rationnellement connexes
ne sont autres que les surfaces (ge´ome´triquement) rationnelles. Des techniques de K-the´orie
(arguments de S. Bloch, the´ore`me de Merkur’ev et Suslin), graˆce auxquelles on peut controˆler
la torsion dans le groupe de Chow des cycles de codimension 2, ont permis il y a vingt ans de
de´montrer la conjecture dans ce cas : pour toute surface (ge´ome´triquement) rationnelle X sur
un corps p-adique k, le groupe A0(X) est un groupe fini ([CT83]). De fait, la meˆme me´thode
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donne aussi la finitude si k est un corps de nombres ([CT83]) – alors qu’on est loin de pouvoir
e´tablir l’analogue du the´ore`me principal du pre´sent article sur un corps de nombres.
En dimension supe´rieure a` 2, le principal the´ore`me de finitude pour A0(X) obtenu avant
le pre´sent article concerne le cas des fibre´s en quadriques au-dessus de la droite projective, la
me´thode reposant sur une re´duction au cas des cycles de codimension 2 sur une surface, ou`
l’on utilise le the´ore`me de Merkur’ev et Suslin. On consultera l’article de Parimala et Suresh
[PaSu95] pour les meilleurs re´sultats obtenus dans cette direction.
Dans [KoSz03], Kolla´r et Szabo´ e´tablissent que si k est un corps p-adique de corps re´siduel
(fini) F et X est une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement irre´ductible, avec bonne
re´duction se´parablement rationnellement connexe sur le corps F, alors on a A0(X) = 0. (On
trouve des comple´ments utiles dans [Ko04].)
Sans hypothe`se de bonne re´duction, Kolla´r ([Ko99]) montre que pour tout corps local
localement compact de caracte´ristique ze´ro, et toute k-varie´te´ projective, lisse, rationnellement
connexe, l’ensemble X(k)/R est fini (il montre que la R-e´quivalence est ouverte). On trouve des
comple´ments utiles dans [Ko04]. Ce re´sultat a pour conse´quence le fait suivant.
Proposition 12. Soit k un corps p-adique. Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ra-
tionnellement connexe. Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) Le groupe A0(X) est fini ;
(ii) Il existe un entier m ≥ 1 tel que tout ze´ro-cycle sur X de degre´ au moins e´gal a` m est
rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif.
De´monstration. Supposons A0(X) fini. Choisissons des points ferme´s P1, . . . , Pr de X tels
que le degre´ (sur k) de tout ze´ro-cycle sur X est une combinaison line´aire des degre´s (sur k) des
points P1, . . . , Pr. Soient zi, i ∈ I, des ze´ro-cycles de degre´ ze´ro, en nombre fini, repre´sentant
les classes de A0(X). Fixons une k-courbe C ⊂ X projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre
sur X qui contient tous les points Pj et tous les points ferme´s apparaissant dans le support
des zi. Une variante du the´ore`me de Bertini ([AK79], Thm. 1 et Thm. 7) assure l’existence
d’une telle courbe C sur X . Soit g le genre de C. Soit z un ze´ro-cycle sur X de degre´ N . Il
existe des entiers nj , j = 1, . . . , r tels que le ze´ro-cycle z −
∑r
j=1 njPj soit de degre´ nul. Ce
ze´ro-cycle est donc rationnellement e´quivalent, sur X , a` l’un des zi. Ainsi z est rationnellement
e´quivalent, sur X , au ze´ro-cycle
∑
j njPj + zi. Ce dernier cycle, de degre´ N , est supporte´ sur
la courbe projective et lisse C, de genre g. Pour N ≥ g, ce ze´ro-cycle est, par le the´ore`me de
Riemann-Roch, rationnellement e´quivalent sur C a` un ze´ro-cycle effectif. Ainsi tout ze´ro-cycle
z sur X de degre´ N ≥ g est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle effectif. On notera que
l’argument donne´ vaut sur tout corps, et sous l’hypothe`se plus faible que le groupe A0(X) est
un groupe de type fini.
Supposons maintenant (ii). Soit M0 ∈ X un point ferme´, d son degre´, et n = rd ≥ m.
Pour tout ze´ro-cycle z de degre´ ze´ro, le ze´ro-cycle z+ rM0 est rationnellement e´quivalent a` une
somme
∑
i niPi, avec ni ≥ 0 avec Pi point ferme´ de degre´ au plus n et avec ni majore´ par n.
Il n’y a qu’un nombre fini d’extensions d’un corps p-adique de degre´ donne´ ([Se94], chap. III,
§4.2, p. 150/151). Pour toute telle extension F/k, d’apre`s le the´ore`me de Kolla´r mentionne´ ci-
dessus, l’ensemble X(F )/R est fini. Ainsi les points P de X de corps re´siduel F appartiennent
a` un nombre fini de classes dans CH0(X). Ainsi le groupe CH0(X) est de type fini, et son
sous-groupe de torsion A0(X) est fini.
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Remarque. La de´monstration donne´e au paragraphe 3 a consiste´ pre´cise´ment a` montrer
que, sous certaines hypothe`ses, le groupe de Chow CH0(X) est engendre´ par des ze´ro-cycles
effectifs de degre´ borne´. L’un des premiers cas de finitude de A0(X) ([CTCo79]) avait e´te´ obtenu
en e´tablissant l’e´nonce´ (ii) pour les surfaces fibre´es en coniques au-dessus de la droite projective.
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